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را در نرم افزار    در نظر گرفته و با توجه به شرایط زیر آن  1مطابق شکل    2a  به طول  یک ورق با ترک مرکزی 

 آباکوس مدل کنید: 

 ها:داده 

 میلیمتر   a :10طول ترک  

 میلیمتر  100ابعاد ورق مربعی: 

 مگاپاسکال  200000مدول یانگ: 

 0/ 3ضریب پواسون: 

 مگاپاسکال   1در دور دست: برشی تنش 

 مطلوبست موارد زیر: 

 )حل تئوری(  ها با مقادیر بدست آمده از حل وسترگاردها در نوک ترک و مقایسه آنمحاسبه مقادیر تنش -1

 محاسبه میدان تغییرمکان در نوک ترک  -2

 ترک   یترسیم منحنی تنش در جلو -3

 های فتوالاستیکل و دوم با عکسمقایسه کانتور تنش مد او  -4

 
 : هندسه ورق با ترک مرکزی 1شکل  



 
 
 

Teacher: Ehsan Fathi, PhD in Mechanical Engineering  
Telegram: @FathiTrainingGroup 
Email: Ehsanfathi_eh@yahoo.com  
Website: FathiTrainingGroup.com 
Tel: 09386249330 – 05136210687 
Address: No. 328, Seyyed Razi 34 St, Mashhad, Iran 
               

 

 
 

 

 حل تئوری « » 

 وسترگارد برای محاسبه تنش در نزدیکی نوک ترک تابع مختلط زیر را پیشنهاد کرد: 

(1)                                                        𝑧 = 𝑥 + 𝑗𝑦 

 آید:  همین طور میدان تنش در مد دوم به صورت زیر بدست می

 

(2   ) 

 

ها را در نقاط مختلف ورق بدست آورد. قبل از محاسبه  توان مقدار دقیق تنشمی  2در    1با قرار دادن معادله  

ها از تابع  پردازیم. وسترگارد برای محاسبه تنشها میابتدا به اثبات چگونگی بدست آمدن آن  ، مقادیر تنش

 بایست در شرایط مرزی مسئله و معادله بای هارمونیک زیر صدق کند:ایری استفاده کرد که می

(3   ) 

 باشند:همان تابع تنش ایری است. مولفه های تنش برحسب این تابع به صورت زیر می Uدر رابطه فوق 

(4   ) 

 به فرم زیر انتخاب شود:  Uاگر تابع  

(5   ) 

 هارمونیک هستند، یعنی:  که در آن توابع  

(6   ) 

U  .به صورت خودکار در معادله بای هارمونیک صدق خواهد کرد 
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توسط وسترگارد به صورت زیر تعریف شده    1Uتابع  )مد اول( که در جلسه دوم بحث شد،  برای مسائل متقارن  

 است: 

(7 ) 

 باشد:می 1Uهمان بخش موهومی تابع   2Uتابع   مد دوم که پاد متقارن است،  در مسئله

(8 ) 

توان توابع تنش و تغییرمکان  ن ارائه شده در زیر می اریم - وابط توابع مختلط و معادلات کوشی استفاده از ربا 

 را محاسبه کرد: 

 توابع مختلط                             

(9 ) 

 ریمان  -توابع کوشی                           

 

 : آیند به صورت زیر بدست میو تغییرمکان توابع تنش  

  

 توابع تنش             ( 10)

 

 و

 توابع تغییرمکان                  (11) 

 

 



 
 
 

Teacher: Ehsan Fathi, PhD in Mechanical Engineering  
Telegram: @FathiTrainingGroup 
Email: Ehsanfathi_eh@yahoo.com  
Website: FathiTrainingGroup.com 
Tel: 09386249330 – 05136210687 
Address: No. 328, Seyyed Razi 34 St, Mashhad, Iran 
               

 

  

 کنیم: برای آشنایی با نحوه بدست آوردن توابع تنش یک نمونه از آن ها را اثبات می 

(12                                                                                                  )𝜎𝑦 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2 = 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼
′ 

→  
𝜕𝑈

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦𝐼𝑚�̃�𝐼𝐼) = 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
(𝐼𝑚�̃�𝐼𝐼) = 𝑦𝐼𝑚

𝑑�̃�𝐼𝐼

𝑑𝑧
= 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼 

→
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼) = 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
(𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼) = 𝑦𝐼𝑚

𝑑𝑍𝐼𝐼

𝑑𝑧
= 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼

′  

های تنش و تغییرمکان  مقدار دقیق مولفه  11و    10در معادلات    1حال با جایگذاری تابع تنش وسترگارد معادله  

 توان بدست آورد: را می

(13               )    𝑍𝐼𝐼 = −
𝑖𝜏𝑧

(𝑧2−𝑎2)
1
2

        ,     𝑍𝐼𝐼
′ = −

𝑖𝜏(𝑧2−𝑎2)
1/2

−𝑖𝜏𝑧2(𝑧2−𝑎2)
−1/2

𝑧2−𝑎2 

𝑧ای که ترک وجود دارد یعنی  در صفحه = 𝑥    و𝑦 = 𝑎−و در بازه    0 < 𝑥 < 𝑎    تنش به صورت زیر  توابع

 شوند:محاسبه می

(14                      )𝑍𝐼𝐼 = −
𝜏𝑥

(𝑎2−𝑥2)
1
2

      ,      𝑍𝐼𝐼
′ = −

−𝜏(𝑎2−𝑥2)
1
2+𝜏𝑥2(𝑎2−𝑥2)

−1/2

𝑥2−𝑎2 

𝜎𝑥 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
= 2𝑅𝑒𝑍𝐼𝐼 − 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼

′ = −
2𝜏𝑥

𝑎2 − 𝑥2
 

𝜎𝑦 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
= 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼

′ = 0 

𝜏𝑥𝑦 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼 − 𝑦𝑅𝑒𝑍𝐼𝐼

′ = 0 

 

 

 

 

 a<x<a–روابط تنش در بازه 
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را در طول ترک بدست آورد    σ𝑥مقدار از سوی دیگر با مدلسازی هندسه فوق در نرم افزار آباکوس، می توان  

 دهد. ها را نشان میاین منحنی 3مقایسه کرد. شکل  14و با مقدار تئوری معادله 

 

 در طول ترک σ𝑥مقایسه منحنی توزیع  :  3شکل  

 

 باشند:زیر میاین توابع برای خارج بازه فوق به صورت  

(15                )   ,    𝑍𝐼𝐼
′ = −

𝑖𝜏(𝑥2−𝑎2)
1/2

−𝑖𝜏𝑥2(𝑥2−𝑎2)
−1/2

𝑥2−𝑎2       𝑍𝐼𝐼 = −
𝑖𝜏𝑥

(𝑥2−𝑎2)
1
2

 

𝜎𝑥 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
= 2𝑅𝑒𝑍𝐼𝐼 − 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼

′ = 0 

𝜎𝑦 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
= 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼

′ = 0 

𝜏𝑥𝑦 =
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
= −𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼 − 𝑦𝑅𝑒𝑍𝐼𝐼

′ =
𝜏𝑥

(𝑥2 − 𝑎2)
1
2
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 a<x<a–بازه  خارج از تنش دقیق روابط 
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ت زیر برای محاسبه تنش  لاوسترگارد با انتقال دستگاه مختصات از مرکز ترک به نوک آن از روابط فوق به معاد

  ، اند استخراج شده  15در نزدیکی نوک ترک دست یافت. با توجه به اینکه این روابط با کمی تقریب از معادله  

 مقادیر بدست آمده برای تنش با استفاده از این حل کمی با مقدار دقیق اختلاف دارد.

 

(16 ) 

 

 

 

با باشد.  نوک ترک می  زاویه در  𝜃فاصله از نوک ترک و    r،  دومضریب شدت تنش در مد    𝐾𝐼𝐼در این روابط  

 استفاده از رابطه زیر می توان ضریب شدت تنش در مد دوم را محاسبه کرد: 

(17)                                                                                                                𝐾𝐼𝐼 = 𝜏√𝜋𝑎 

 حاصل از حل های مختلف مقایسه شده اند. در جلوی ترک τ𝑥𝑦توزیع   4در شکل  

 

 در جلوی ترک   برشی   منحنی توزیع تنش  مقایسه :  4شکل  
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  a<x<a–بازه   خارج از تنش تقریبی روابط 

 و در نزدیکی نوک ترک 
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 توان مقدار دقیق تغییر مکان را در جلوی ترک و روی ترک بدست آورد: با استفاده از روابط زیر می

(17                          )𝑍𝐼𝐼 =
𝑑�̃�

𝑑𝑧
= −

𝑖𝜏𝑧

(𝑧2−𝑎2)
1
2

         ,      �̃�𝐼𝐼 = −𝑖𝜏(𝑧2 − 𝑎2)
1

2 

𝐹𝑜𝑟 − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎:      𝑍𝐼𝐼 = −
𝜏𝑥

(𝑎2 − 𝑥2)
1
2

  , �̃�𝐼𝐼 = 𝜏(𝑎2 − 𝑥2)
1
2 

𝐹𝑜𝑟 𝑥 < −𝑎 , 𝑥 > 𝑎:  𝑍𝐼𝐼 = −
𝑖𝜏𝑥

(𝑥2 − 𝑎2)
1
2

  , �̃�𝐼𝐼 = −𝑖𝜏(𝑥2 − 𝑎2)
1
2 

2𝜇𝑢 =
𝜅 + 1

2
𝑅𝑒�̃�𝐼𝐼 − 𝑦𝐼𝑚𝑍𝐼𝐼  →  { 𝐹𝑜𝑟 − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎 →   2𝜇𝑢 =

𝜅 + 1

2
𝜏(𝑎2 − 𝑥2)

1
2

𝐹𝑜𝑟 𝑥 < −𝑎 , 𝑥 > 𝑎 →   2𝜇𝑢 = 0                               
 

2𝜇𝑣 =
𝜅 − 1

2
𝐼𝑚�̃�𝐼𝐼 − 𝑦𝑅𝑒𝑍𝐼𝐼  →  {

𝐹𝑜𝑟 − 𝑎 < 𝑥 < 𝑎 →   2𝜇𝑣 = 0                                           

𝐹𝑜𝑟 𝑥 < −𝑎 , 𝑥 > 𝑎 →   2𝜇𝑣 = −
𝜅 − 1

2
𝜏(𝑥2 − 𝑎2)

1
2       

 

       و برای شرایط کرنش صفحه ای    تذکر: برای شرایط تنش صفحه ای 

 می باشد . 

 توان برای محاسبه مقدار تقریبی تغییرمکان در جلوی ترک استفاده کرد: همچنین، از روابط زیر می 

 

(18 ) 

 

  5  هایبدست آرود. شکلبا استفاده از روابط فوق می توان منحنی تغییر مکان را روی ترک و در جلوی آن  

 دهد:نشان میو در جلوی آن روی ترک به ترتیب این منحنی را 
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 روی ترک در    xراستای    مقایسه منحنی تغییر مکان:  5شکل  

 

 

 جلوی ترک   در  yراستای    مقایسه منحنی تغییر مکان:  6شکل  
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 «   اجزاء محدود» حل 

 

 

 برابر   10000با بزرگنمایی  ترسکا  : نمایش بخش هایی از مدل سازی الف( بارگذاری، ب( کانتور تنش  7شکل  

 

 

 

 الف 

 ب 
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 : نمایش کانتورهای تنش در نزدیکی نوک ترک برای الف( مد اول بارگذاری، ب( مد دوم بارگذاری 8شکل  

 

 

 

 

 الف 

 ب 
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 فتوالاستیک  به روش  اول و دوم بارگذارینمایش کانتور بیشترین تنش برشی در مد :  9شکل  


